Kutatasi jelentés
a ,,Csoportok és mas algebrai struktarak” cimi
NK72523 szamia OTKA projekt eredményeirdl

A projekt célja kiilonb6z6 absztrakt algebrai teriileteken (a csoportelméletben, az
invariAnsok elméletében, a gytirtielméletben, a Lie-algebrak elméletében, a hurkok
[loop™-ok] elméletében, valamint az univerzalis algebraban) kittiz6tt problémak vizs-
galata volt. Az eredeti munkatervben 22 aktualis, nemzetkozi érdeklGdésre szamot
tarté problémat mutattunk be részletesen. Ezek j6 részében sikeriilt elérehaladéast el-
érniink, és emellett néhany olyan kérdést is vizsgaltunk, amelyekre a palyazat beadéasa
utén irdnyult a projektben résztvevs kutatok figyelme.

A tamogatas lehet6vé tette fiatal kutatok alkalmazasat is. Ennek keretében at-
meneti munkalehet&séget kapott harom tehetséges fiatal. Mardti Attila az Amerikai
Egyesiilt Allamokbol tért haza, majd a projekt keretében tortént alkalmazasa utan
egy eurdpai unios Marie Curie grantot nyert el, igy tovabbra is az MTA Rényi Alfréd
Matematikai Kutatéintézetben dolgozik és projektiink munkajiban valtozatlanul ki-
emelked6 eredményességgel vesz részt. Halasi Zoltan a 7. szdmu kutatéasi témankban
ért el jelentGs eredményt, jelenleg mar a Debreceni Egyetem oktatoja. Somlai Gabort,
az ELTE doktorandusz hallgat6jat az 5. szdmi kutatasi téma vizsgalatara alkalmaz-
tuk. Nagyszerii eredménye a Journal of Algebraic Combinatoricsban fog hamarosan
megjelenni (online mar elérhetd).

A kutatasok eredményeképpen 58 dolgozat és egy konyv késziilt. A publikacidk
jelentds része rangos nemzetkozi folybdiratokban jelent meg, mint az Annals of Mathe-
matics, Journal of the European Mathematical Society, Journal of Algebra, Journal
of Group Theory, Journal of Algebraic Combinatorics, Proceedings of the American
Mathematical Society.

Az alabbiakban Gsszefoglaljuk az egyes témakorokben elért fontosabb eredménye-
inket. Kiilonosen jelentGsnek tartjuk az 1., 10., T1. és 7. témakordkben elért el6reha-
ladéast.

Csoportelmélet

1. Pyber Laszl6 és Szab6 Endre attord jelentGségili eredményt ért el a Lie-tipusi
egyszerii csoportok névekedési fliggvényével kapcsolatban. F6 eredményiik szerint,
ha az A halmaz generalja az L r-rangi Lie-tipusi egyszerd csoportot, akkor |A3| >
|A|**+<(") (ahol ¢(r) > 0 csak r-t6l fiiggs konstans) vagy A® = L. 80-oldalas dolgozatuk
lektoralas alatt all, de az arXiv-on megtalalhatd. Veliik teljesen egyidében ezt az
eredményt Breuillard, Green és Tao is megkapta. Pyber szamos konferencian szamolt
be errdl az 6ridsi nemzetkozi érdeklédést kivalté eredményiikrSl. Ennek a tételnek az
expander grafok elméletében is fontos alkalmazasa van.

2. A véges csoportok részcsoporthaldinak intervallumaiként el6allo halok jellemzé-
sének tobb évtizede megoldatlan kérdésében nem sikeriilt el6rehaladast elérniink. A
téma ismét a nemzetkozi érdeklédés elGterébe keriilt, miutan a csoportelmélet vezets
kutatéja, M. Aschbacher tobb dolgozatot publikilt errél, de neki sem sikeriilt lényeges
1j eredményt elérnie.



3. Szofikus csoportok bizonyos amalgdmjairél, illetve HNN-bGvitésekrsl sikeriilt
igazolni, hogy azok is szofikus csoportok.

4. A. Jaikin-Zapirain és Pyber Laszlé az Annals of Mathematicsbhan megjelent
dolgozataban jellemzi a pozitivan végesen generalt provéges csoportokat. Ezzel szamos
— Lubotzkytél, Manntol, Segaltol és masoktol szarmazd — sejtést sikeriilt igazolniuk.
Képletet adtak arra a legkisebb r szamra, hogy a GG provéges csoportot r véletlen elem
legalabb 1/2 valdszintiséggel generélja.

Abért Mikloés a lokilis konvergencia fogalmat iiltette at szimmetrikus terekre. Egy
Bergeronnal, Biringerrel, Gelanderrel, Nikolovval, Raimbaulttal és Samettel k6zos
munkéjaban bebizonyitotta, hogy egy legaldbb 2 rangt egyszerii Lie-csoportban bar-
mely olyan racssorozatra, amelynek térfogata végtelenhez tart, a hozzatartoz6 szim-
metrikus terek lokalisan konvergalnak az univerzélis fed6térhez. Ennek kovetkezmé-
nye, hogy a térfogattal normalizilt Betti-szamok konvergalnak az univerzilis fedGtér
L? Betti-szamaihoz, ami a Liick-féle approximéacios tétel uniform valtozataként is te-
kinthetd.

Ugyané megszamlalhat6 csoportok valészintiségi mértéket megtart6 hatésait is vizs-
galta. Weiss-szel bebizonyitottak, hogy minden megszadmlalhaté csoport minden sza-
bad hatasa gyengén tartalmazza a csoport Bernoulli-hatasait. Ebbé&l kovetkezik, hogy
végesen generalt csoportokra az tgynevezett ,,cost” maximalis a Bernoulli-hat4sokon,
speciélisan, hogy az 0sszes nemtrivialis Bernoulli-féle faktorhatasnak ugyanaz a ,,cost’-
ja.

5. Somlai Gadbor — Muzychuk és Spiga korabbi eredményeit jelent&sen megja-
vitva — igazolta, hogy a legalabb 2p+ 3 rangi elemi Abel p-csoportokra nem teljesiil
a Cayley izomorfizmus (CI) tulajdonsiag. Ugyané meghatarozta az Gsszes 8p-rendi
Cl-csoportot is, ez a munkija még publikilatlan, hamarosan elkésziilé doktori disszer-
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6. Az Orsay-ben miikodé6 CNRS Laboratoire de la Recherche Informatique-kal a
kapcsolatunk megszakadt, a kvantumszamitégépek teriiletén felvet6dott rejtett rész-
csoport probléméval kapcsolatban nem folytattuk az éppen csak megkezdett kutata-
sainkat.

7. Higmannek a fels6 haromszogmatrixok csoportjanak konjugaltosztalyszamara
vonatkozé sejtését altalanositottuk tetszéleges minta-csoportokra. Bebizonyitottuk,
hogy van olyan minta, hogy a megfelel6 minta-csoportok konjugaltosztalyszama mint
az alaptest elemszdmanak fiiggvénye nem polinom, s6t véges sok polinommal sem
irhato le, ugyanis egy elliptikus gorbén fekvs pontok szamétol fiigg. Halasi Zoltan
és Palfy Péter Pal dolgozata a Journal of Group Theoryban jelenik meg (online mar
elérhets). Modszeriinket t6bb konferencian is ismertettilk. Bar az eredeti sejtésre
vonatkozoélag eredményiinknek formélis kovetkezménye nincs, mégis arra utal, hogy
valoszintileg az sem igaz.

Konjugéltosztalyszammal kapcsolatos Héthelyi Laszlo, Horvath Erzsébet, Thomas
Keller és Mar6ti Attila azon eredménye is, hogy véges sok kivételtdl eltekintve, a
konjugaltosztalyok szama legalabb 2./p — 1, ahol p a csoport rendjének legkisebb
primosztdja.



8. Karakterfok-grafok témajaban nem értiink el 4j eredményt.
Tovabbi eredményeink a csoportelméletben:

T1. N. Nikolov és Pyber egyszerii bizonyitast adott Shalev egy eredményére és
erfsitette is a tételt. Ha w egy szb és L egy elég nagy véges egyszerid csoport, akkor
a w(L) halmaz egy viszonylag stirti részhalmazabdl vett harom tényezs szorzataként
a csoport minden eleme megkaphaté.

T2. Babai Laszlo, Palfy Péter Pal és Jan Saxl egy terjedelmes dolgozatban alsé
becsléseket adott a véges egyszerti csoportokban levs, egy adott primszadmmal nem
oszthaté rendd elemek szdmaranyara. Ennek az eredménynek a véletlen valasztést
hasznalé szamitogépes csoportelméleti algoritmusok futasi idejének becslésénél van
nagy jelent&sége.

T3. S. P. Glasby, Palfy Péter Pal és Schneider Csaba olyan p-csoportokat vizs-
galt, amelyeknek egyetlen nemtrivialis karekterisztikus részcsoportja van (an. UCS
csoport). Meghataroztak az Osszes legfeljebb 4 generatora UCS csoportot. A kérdés
érdekes reprezentacidelméleti kapcsolatat tartak fel; ennek segitségével sziikséges, il-
letve elégséges feltételeket adtak magasabb generatorszami UCS csoportok 1étezésére.

T4. Hegediis Pal bebizonyitotta, hogy egy véges feloldhat6é csoportban a maxi-
mélis részcsoportok szama legfeljebb annyi, mint az irreducibilis karakterek fokainak
Osszege, tehat nem haladhatja meg a csoport rendjét.

T5. Mar6ti Attila — kiilonboz6 tarsszerzékkel — részleges valaszt adott arra a
kérdésre, hogy mikor lehet egy csoport elemeit tigy korbe rendezni, hogy az egymas
melletti elemek paronként generaljdk a csoportot, azaz van Hamilton-kor a generalési
grafban; illet6leg ennek a grafnak mas tulajdonsigait is tanulmanyoztak.

T6. Maria Chiara Tamburini és Mar6ti Attila aszimptotikusan éles explicit als6 és
fels6 korlatot adott annak valésziniiségére, hogy két n-edfokd permutécié S,,-et vagy
A, -et generalja, illetve, hogy két paros permutéicié A, -et generalja.

T7. Robert Guralnick és Maréti Attila valaszt adott Neumann 1966-ban feltett
kérdésére, meghatarozva a fixpontterek atlagos dimenziojat.

T8. Abszolat feloldhaté csoportokkal kapcsolatban Palfy Péter Pal példdkat mu-
tatott egy csoport olyan normalosztéira, amelyek maguk abszolut feloldhatok, szor-
zatuk azonban nem az. Megvizsgalta az abszolut feloldhaté csoportok osztalya és az
M-csoportok kozotti kapcsolatot is.

T9. Praeger, Pyber, Spiga és Szabo fontos el6rehaladast ért el a Weiss-sejtéssel
kapcsolatban, ami gy sz6l, hogy ha a G csoport tranzitivan hat egy k-regularis graf
csticshalmazin és a pontstabilizator a szomszédos csicsok halmazan primitiven hat,
akkor a stabilizator mérete k-ban korlatos.

Invaridnsok elmeélete

9. Domokos Matyés és Szabd Endre linearis algebrai csoportok Helly-dimenzijat
tanulmanyoztik, és alkalmaztik G-varietasok szorzatainak vizsgalatara. Belattak,
hogy minden algebrai csoporthoz van olyan k egész szam, hogy ha akarmilyen szami
csoportbeli zart mellékosztalynak nincs kozos eleme, akkor ezen mellékosztalyok koziil
kivalaszthatoé k olyan, amelyeknek szintén iires a metszete. T6bbek kozott bebizonyi-



tottdk, hogy ha G a komplex test feletti 2 ranga altalanos linearis csoport, akkor
G-varietasok tetszéleges szorzataban barmely olyan pont, amelynek a G-orbitja zart,
levetithets legfeljebb 6t komponensre tigy, hogy a kép G-orbitja tovabbra is zart, és
az eredetivel azonos dimenzi6ji. A komponensek szamara adott 5-6s korlat tovabb
nem élesithets. A Helly-dimenzi6 végességét is figyelembe véve, innen korlat nyerheté
a G-varietdsok polinom-invaridnsainak szétvalasztd rendszeréhez sziikséges valtozok
szamara.

10. Lax Péter megkozelitését tovabbfejlesztve, Domokos Matyas az ortogonalis
csoportok reprezentacidelméletét felhasznalva bebizonyitotta, hogy az n-szer n-es va-
16s szimmetrikus méatrixok diszkriminansat fel lehet irni négyzetek Gsszegeként, ahol
a tagok szdma nem méas, mint az n-edfokt n-valtozés gombharmonikus fliggvények
terének dimenzidja. Ezzel a tagok szaméara vonatkozo, korabban ismert korlatokat je-
lent&sen csokkentette. A probléma Kummer 1843-as dolgozatatol eredeztethets, ahol
azt mutatta meg, hogy 3-szor 3-as matrixok esetében a diszkriminidns hét négyzet
Osszegére bonthat6. Domokos ezt a méasfél évszazados eredményt is megjavitotta,
megmutatvan, hogy ebben az esetben 6t négyzet is elegendd.

Mar a XIX. szazadbol ismert volt a multiszimmetrikus polinomok algebrajanak
minimalis generatorrendszere, &m a kozottiik fennallo relaciok idedljanak nem volt
megfelels leirasa. Domokos Métyas Puskas Annaval kézosen a hdromdimenzids eset-
ben meghatarozta a relaciok idedljanak minimalis generatorrendszerét; megmutattak,
hogy egy 6todfokiu relacié polarizacioi és két hatodfoki relacié generaljik ezt az idealt.
Magasabb dimenzidkban alsé korlatot adtak a sziikséges relaciok fokszamaéra.

A kovariansok (azaz algebrai varietasok kozotti ekvivarians leképezések, amelyeken
egy csoport hat) segitségével Domokos Matyas altalanositott egy alapvetGen fontos
lemmat, amelyet gyakran hasznalnak a kovetkezd kérdés vizsgilatdnal: Adott egy
csoport hatisa egy vektortéren, mikor lesz az invaridnsoknak megfelel6 test tisztan
transzcendens? Reduktiv csoportok esetén a mobdszer konstruktivva tehets, és az
ekvivaridns vektornyalabok trivializaci6jat adja affin nyilt halmazok felett.

11. A véges csoportok polinominvaridnsainak algebrajat generalé polinomok fok-
szamara vonatkozo korlattal kapcsolatban Domokos Matyas doktorandusza, Cziszter
Kalman ért el 4j eredményeket, de ezek még publikilatlanok.

Frenkel Péter invarianselméleti eredményei egy német kiadénal kdnyvalakban is
megjelentek.

Gyiridelmeélet

12. Ebben a téméaban (Cuntz-, Leavitt-, és Cohn-algebrak vizsgalata) nem sikeriilt
szamottevden elGrelépniink.

13. Pham Ngoc Anh, Marki Laszl6 és Vamos Péter kidolgoztak a gyfirtik kéve-
reprezentacidinak az altalanos Bezout-félcsoportokra vonatkozé megfelelgjét. Axio-
matizaltak a klasszikus gytiriielméleti multiplikativ elméleteket (féidealgyiiriik, Dede-
kind-gytirtk, értékelési gytiriik, Priifer-gyiiriik) Bezout-monoidként. Leirtdk ezek
alapvets tulajdonsagait, homomorfizmusait, valamint szerkezetét teljesen rendezett,
ill. felbonthatatlan Bezout-monoidok Grothendieck-, ill. Pierce-kévéjeként. Tovabba
megmutattak, hogy minden félig-6rokl6dé Bezout-monoid reprezentalhat6 egy alkal-



mas félig-6rokléd6 Bezout-gytirti multiplikativ szerkezeteként, azaz bijekcit 1étesithetd
a félig-oroklsds gytrik és a félig-6roklédé Bezout-monoidok kézott.

Anh és Siddoway kidolgoztak a félig-6réklsds gytrik oszthatosagi elméletét is.

14. G. Janelidze és Marki Léaszl6 szimplicidlis halmazok segitségével megadta a
faktorizacios rendszerek és a Kuros—Amitsur-radikilok kozos altaldnositésat: a fak-
torizacios rendszer fogalméat kiterjesztették kategoriakrol tetszéleges szimplicialis hal-
mazokra és megmutattak, hogy ez a konstrukcié egy alkalmas kategéria révid egzakt
sorozatainak megfelel§en definidlt szimplicidlis halmazan éppen a Kuros—Amitsur-
radikal fogalmét adja.

15. Lakatos Piroska a reprezenticiéelméletben bevezetett Coxeter transzforméacio
spektralis tulajdonsagait tanulméanyozta. Belatta, hogy a kérmentesen iranyitott al-
talanositott csillag grafokhoz tartozé Coxeter transzforméacioé spektralis sugara mindig
Salem-szam, s ezzel a Salem-szamokra egy 1j konstrukciés modszert sikeriilt talalnia.

Tovabbi eredményeink a gytirtelméletben:

T10. Pham Ngoc Anh és Leon van Wyk bevezette az erdsen felbonthatatlan gytird
fogalmat és leirta az altalanositott 2 x 2-es fels6 haromszogmatrix-gytrtinek az au-
tomorfizmuscsoportjat a f6atloban levd erésen felbonthatatlan gytrik és a jobbfelss
sarokban levé bimodulus automorfizmuscsoportjanak segitségével.

T11. Andrea Lucchini és Mar6ti Attila leirtdk azokat a gytirtiket, amelyek elall-
nak, mint harom val6di részgytirijiik egyesitése.

Lie-algebrak elmélete

16. Ebben a témaban (kommutativitas és szimultan diagonalizalas) nem sziiletett
lényeges 1j eredmény.

17. Fialowski Alice M. Penkavaval és M. Phillipsonnal k6z6s munkajaban a Lie-
algebrak deformacidinak kutatasat kiterjesztette asszociativ algebrakra is.

Fialowski és Wagemann meghatarozta a Connes—Moscovici-féle Hopf-algebra egyet-
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elen infinitezimélis deforméacidjat.
Tovabbi eredményiink az algebrék elméletében:

T12. Brunshidle, Fialowski, Frinak, Penkava és Wackwitz bebizonyitottik az ,al-
gebra alaptételét” Z,-fokszamozott asszociativ algebrakra.

Hurkok [, Joop”-o0k] elmélete

18. Moufang-loopokkal kapcsolatban Csorgd Piroska a kévetkez6 eredményeket érte
el: Legyen egy (Q Moufang-loop nukleusza N(Q). Ha Q/N(Q) centruma nemtrivialis,
akkor () centruma szintén nemtrivialis. Ennek alapjan sziikséges és elégséges feltételek
nyerhetSk véges Moufang-loopok centralis, illetve nuklearis nilpotencidjara nézve.

19. Csorgd Piroska és Ale§ Dréapal gytirtelméleti alapon olyan 128-elemii Buchstei-
ner-loopot konstruélt, amely nem konjugalt-zart (CC). Masrészt megmutattik, hogy
minden 2 nilpotenciaosztalyi Buchsteiner-loop CC tulajdonsagi.

Csorg6 leirta azoknak a Buchsteiner-loopoknak a struktirajat, amelyeknek a belsd
leképezés-csoportja kommutativ.



20. Szintén Csorgs eredménye, hogy ha egy véges kommutativ automorf loop
elemszama paratlan p primszam hatvinya, akkor a loop szorzascsoportja p-csoport,
ennélfogva a loop centralisan nilpotens.

Univerzalis algebra

Az univerzalis algebraban az eredetileg tervezettdl eltérGen a kovetkezs témaban
folyt kutatas:

T13. K. Kaarli és Marki Laszl6 egy meglep6 matrixkonstrukcié segitségével jelle-
mezte az aritmetikai varietdst generdl6é véges minimalis algebrak bi-kongruencia mo-
noidjait szolgaltaté inverz monoidokat.

Tovabbi algebrai eredményeink

T14. Kiss Emil tobb tarsszerzével ért el érdekes eredményeket azzal kapcsolat-
ban, hogy Z" mely vektorai szerepelhetnek paronként ortogonalis, azonos hossziisagi
vektorokbol all6 rendszerekben. A négydimenzids eset a kvaterniok algebrajanak al-
kalmazasan alapul.

T15. V. Laan és Marki Laszl6 szdmos Morita-invarians tulajdonsagot talalt lokali-
san egységelemes félcsoportokban. Koziiliik a legmeglep&bb, hogy bizonyos tipusi lo-
kalis egységelemek létezése esetén a félcsoport kongruenciahaldja is Morita-invarians.
A Morita-ekvivalenciat Rees-méatrix fedés segitségével is jellemezték.

T16. Janelidze, Marki, Tholen és Ursini megoldottik a félig-Abel-féle katego-
riak alapvetésében megmaradt egyetlen nyitott kérdést, megmutattak, hogy az tn.
Hofmann-axiéma fiiggetlen a tobbi axiomatol.



